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摘要：针对随机分布系统采用数值优化算法设计的控制器不稳定的问题，毋究了可靠保性能控制算法。该控

制算法可实现将随机分布系统的值优化算法转换为线性矩阵不等式的可行解问题，并通过线性矩阵不等式的方

法给出可靠保性能控制算法的充分条件，采用凸优化技术进行优化。通过实例仿真，证明该算法能够实现输出

概率密度函数渐进追踪目标概率密度函数，并使随机分布系统的鲁棒性和稳定性有较好的改善。
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Abstract：This paper presented a reliable guaranteed cost control for the control of the system output probability density fuc—

tions(PDF)with which existed non-reliable controller using numefial solution optimization．It was noted that the performance
index of the guaranteed cost was guaranteed to be more than a certain upper bound using the control algorithm．It gave a suffi—

cient condition for the existence of reliable guaranteed cost algorithm using linear matrix inquality(LMI)．Furthermore，it de—
rived the optimal reliable guaranteed cost algorithm using a convex optimization algorithm．An illustrative example demonstrates
that the system output probability density functions foHows the given probability density functions and the well robustness and

stability is obtain．

Key words：probability density fuctions；guaranteed cost；linear matrix inquality；convex optimization

0 引言

早期的随机系统控制目的是研究系统输出变量统计特性，

如自校正控制⋯、最小方差控制旧1、马尔可夫参数过程控制∞o

和线性高斯二次型H1等。这些系统控制目标是控制系统输出

的方差、均值，使其满足相应的性能指标要求，其使用的前提是

系统中的随机变量服从高斯分布。。但是，在一些工业应用中，

如高炉的火焰分布"1、造纸中的纤维长度分布M J、化工过程的

分子量分布¨1等，这些系统的动态变化影响着系统随机变量

的分布，使随机系统变量的分布并不满足高斯分布的假设。

系统输出不服从高斯分布的系统称为随机分布系统。基于此，

王宏教授提出了输出概率密度函数(probability density func．

tion，PDF)形状控制策略，这个控制策略是控制随机系统的输

入量，使得系统输出的概率密度函数尽可能地跟踪目标概率

密度函数，即随机分布控制。随机分布控制可有效地解决动态

随机系统中随机变量不服从高斯分布的问题，并成功地应用到

造纸生产过程中峥J。

经过十多年来的发展，随机分布控制已形成了一个逐渐完

善的理论体系。最初，研究内容主要是基于B样条逼近和输

入输出模型的建模和控制算法，包括线性B样条、B样条神经

网络、平方根B样条、有理平方根B样条∽’等。同时，也对随

机分布系统模型的鲁棒控制一J、熵值极小化控制¨0I、自适应控

制⋯1、随机分布闭环系统跟踪误差熵值极小化控制和非线性

控制算法等方面进行了系统的研究。近年来，随机分布控制又

出现了一些新的模型和控制策略。例如随机分布系统的故障

诊断和容错控制¨“、随机分布系统的凸优化理论№j。

但是，之前的随机分布控制是通过数值优化算法实现，会

产生闭环结构不稳定，对鲁棒性、稳定性等闭环性能分析很难

进行等问题。针对存在的问题，提出可靠保性能控制算法，在

故障允许的范围内，将输出PDF控制器设计问题转换为求线

性矩阵不等式可行解的问题，并通过凸优化技术进行优化。

本文针对离散随机分布系统，在俞立教授等人提出的一

种新型保性能控制的基础上H3’“J，提出随机分布系统保性能

控制器设计算法，通过B样条逼近建立离散随机分布系统输

出PDF模型，并建立B样条逼近与权值间的动态关系。由于

B样条逼近的基函数预先定义，因此，可将输出PDF逼近转换

为权值的逼近(即权值代表了输出PDF的分布形状)。也就是

说，保性能控制器通过控制B样条逼近权值，实现系统输出概

率密度函数对目标概率密度函数的追踪控制。

本文提出随机分布闭环系统状态反馈保性能控制算法的

充分条件，证明该充分条件等同于确定LMI解的可行性，并采

用凸优化技术对控制算法进行优化。
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1 问题描述

记y∈[a，b]是有界随机变量；”(k)表示随机系统的输出；

u(k)∈R“是控制输入向量，控制系统输出”(k)的概率分布形

状。在区间[口，，，]，随机分布系统输出”(k)的概率密度函数

y(y，Ⅱ(k))如下：

P(d≤口(％)<y，u(☆))=』：y(叩，u(％))8_，7 (1)

式中：P(a≤”(k)<y，u(k))表示在控制输入u(k)控制下，随

机系统的输出”(_j})在区间[a，Y]上的概率，即控制系统输出概

率密度函数T(Y，u(k))的分布。

在已知区间[a，b]，概率密度函数y(y，M(k))是有界连续

的，采用B样条神经网络，平方根B样条逼近可表示如下：

矿(＆)碍F2y(％)一(vr(＆)Fly(％)一1)，3t>0 (10)

其等价于式(11)。

矿(k)r／v(k)≤1 (1t)

式中：II=F，一巧1厂1。n>o。
式(6)和(11)是对权值y(K)的约束。

在本文中，仅考虑输入、输出之间的线性关系”1，由此可

得输出概率密度控制系统的状态空间方程哺’61如下：

x(k+1)=Ax(^)+Bu(^)

y(^)=Cx(^) (12)

历丽=[c0㈤蹦川[。(％)]
式中：A、B、C、D是适当维数已知常数矩阵；算(k)是状态向量；

u(k)是控制输入；V(k)是输出向量。

一n历‘y，M‘‘’卜蚤咄‘“‘‘’地‘y’+印 ‘扪
2 保性能PDFl 控制I器的设计l= 。J ●芏■’r；=，】≯f鼍■!-_邑lXll‘；1--卜

式中：∞i(待1，2，⋯，n)是受输入u(k)控制的权值；口。(Y)(i=

1，2，⋯，n)是预指定的基函数；占。是逼近误差。在本文中，为

了便于分析，‰逼近误差可不予考虑，即‰=0。式(2)可表示

如下：

／7(，，，u(^))=∑』∞i(u(^))B。(y) (3)

式(3)两边平方，平方根B样条逼近可进一步表示如下：

y(，，，u(％))=(∑．mj(Ⅱ(％))Bi(y))2 t>0 (4)

则，平方根B样条逼近可确保y(y，u(k))始终为正，避免了负

值的出现。定义

c0(，)=[Bl(，)，B2()，)，⋯，B。一1(，，)]

y(＆)=[甜l，珊2，⋯，to。一1]

在区间[a，b]，输出概率密度函数式(3)转换为如下表达式南：[co(y减∽]⋯”1(5)
由概率理论中的概率密度函数性质，则式(4)转换为

e’，()，，u(^))d)，=e([c0(y)B。(，，)][v。(k．’])Z dy)=l(6)
将其展开如下：

y7(^)[f cj(y)Co(，，)dy)]y(^)+

2[I。Co(，，)B。(，，)d，，]y(^)to。+[』曰：(y)dy)]∞：=1(7’埘 m

从式(7)可得平方根B样条逼近的n一1个权值∞i(i=1，

2，⋯，n一1)是独立的。

定义

，I=f。cj(y)c0(y)dY
，5

疋=j C o(，，)B。(，，)dy

L=J B：(，，)dY≠o (8)

将式(8)代人式(7)，整理可得

L∞：+2／"2V(k)oJ。+vT(k)Fl y(％)一1=o

进一步可得

to：^：———————__—————一 (9)n
-Gv(k)+一／F3-vT(k)FoV(k)

2 n 2————————1_——————一 L，，

式中：Fo=F。F，一EF2。从式(9)可知，山。和y(J|})之间是非
线性关系。

对式(8)利用不等式2ab<一a7口+brb可得

2．1 问题描述

控制器设计的目的是选择控制输入13,(t)使系统输出概率

密度函数追踪目标概率密度函数，并满足规定的性能指标。

定义

c(y)=[Co(y)B。(，，)]

矿(矗)=[y(后)^(y(矗))]T

系统输出概率密度函数和目标概率密度函数可进一步表

示为

／y(Y，M(％))=c(y)y(％)

√7 g=C(y、v g

式中：K是已知向量，y。是目标概率密度函数。定义

x(＆)=Q-1』CT(，，)[历万丽一,／7；1dYJa
小

式中：Q=』c7(y)c(y)dy。

随机分布系统性能指标函数定义如下：

J=f(c(y)矿(^)一伺2dr)+Ⅱ1(^)凤(☆)=xT(k)OX(k)+
u(^)Ru(k)=∑((z(k))’Q(％)+(Ⅱ(^))’Ru(k))(13)

式中：0>0，R>0是给定的权值矩阵；并(k)∈R“是状态向量；

u(k)=[M，(％)，U：(k)，⋯，M。(k)]∈R“是控制输入。性能指

标函数式(13)作为系统保性能指标函数。

对控制输入Ui(i=1，2，⋯，m)，用Ⅱ?表示的故障信号，则

故障模型定义如下：

Ⅱ：。=∞Uf i=1，2，⋯，m (14)

o≤&≤＆≤五i=1，2，⋯，m (15)

式中：&≤l，＆≥1。

在故障模型式(14)(15)中：如果&=占，无故障，则正常运

行，其中u?=u；；如果＆---0，有故障，停止运行；如果&>o，有部

分故障，可能由随机的外界干扰或设备的老化引起，在满足性

能要求的范围内可正常运行。

记：

uf=[u矗，u磊，⋯，u，m]7 (16)

＆=diag[itl，＆2，⋯，&。] (17)

&=diag[&1，&2，⋯，&。] (18)

a=diag[otl’口2，⋯，a。] (19)

式中：“为容错系数。如果d满足&≤a≤＆，则a是可接受的。
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定义1对系统式(12)和性能指标式(13)，如果存在正定

矩阵P和，(，以及容忍系数d，使不等式

[A+8&．f(]7P[A+B口El—P+KraRaK+0<O (20)

成立，则11,(．|})=拖(后)是输出概率密度函数系统式(12)的可

靠保性能控制律。

定义2对系统式(12)和性能指标式(13)，存在一个矩阵

P>0，和可靠保性能控制律Ⅱ(k)=拖(k)，使式(20)成立，则

闭环系统：

x(t+1)=[A+B&J(]z(k) (21)

渐进稳定且不等式

J=∑(算(后))T[0+Kr dFh，(]z(居)≤(算(O))T户k(0) (22)

对满足式(15)的0【成立。式中x(o)是系统的初始状态。

保性能控制的目的是对于系统式(12)，确定状态反馈增

益矩阵，(，采用可靠保性能控制律u(．|})=拖(＆)，使系统满足lira^⋯y(yⅡ(_|}))=7。(七)。
记：

卢=diagI卢l，卢2，⋯，卢。} (23)

风=diag{卢lo，』‰，⋯，p柚} (24)

其蝴。=半瓤=糕沁1’2，⋯’m)。
由式(16)一(19)和(23)(24)得出

d=(，+％)卢(25)

f蛳f≤岛≤，(26)

式中：％=diag[aol，a02，⋯，ao。]，l 0c0 I=diag[Id01 J，l％I，⋯，
IaomI]。

定义3 如果存在对称正定矩阵尸，使Pdccati方程

A’PA—P+～+PB(BTPB+R)一1日|TPA=0 (27)

成立且矩阵A—B(BT尸B+R)‘1 BTP稳定，则矩阵P是Riccati

方程式(27)的稳定解。

2．2控制算法设计

下面定理提出了可靠保性能控制器存在的充分条件以及

设计过程。

定理1对随机分布系统式(12)和保性能函数式(13)，存

在对角矩阵R>0，和对称正定矩阵X和矩阵Y，使矩阵不等式

＼一x+8Ro昏 BRo AX+B8Y 0 0

R8T —R。+R 卢y 0 0

l(似+曷Bn7 唧 一X X n辅

。 。 一x —Q一1 。

【0 0 风卢y 0 一R

成立。如果式(28)有一个可行解(R，X，”，则

u(^)=拖(％)

<0(28)

(29)

是系统式(12)的一个状态反馈可靠保性能控制律，且

^：YX一1

则相应的闭环系统保性能函数满足

J+=(x(O))7X一1x(0) (30)

证明如果存在a和K(式(29))，使不等式(20)成立。

存在P>0，R>0，利用Sehur补性质，则不等式(20)转换为

『一P。一1一只0一。月：烹K1<。 。，。，

【(A+＆幻1 nKr Q—P j

式(25)(26)代入(31)，并利用不等式2ab<。a’口+bTb，则’

f—P。～竹0-一=^1：

0 一R。1 卢K l+

[司％c。。卢叼+f[1蛳c c。。卢叼]1≤
f。：誊0二，善R：1 lB!K『]+[习I R[BIA P 0 0 1T+一

一1 l+I lF屯l +

l(+印叼’ 舻卢 0一 j l J【J

『o] f 0]1
0 f昂1属f 0 i=
【，即J l，即j

『一P一1+BR日P 8fb A+E|BK ]

RBT —R。1+凡 卢K

l (月+印|IO
7

K。卢 。一P+K啊只“扁p刚

如果不等式

『一P。1+眠BT 眠 A+串，( ]

R 8T —R。+R 卢，( 1<o(32)
＼tA+B0哟! 昭9 Q—P+婚母R一醢母K＼

成立，则不等式(31)成立。

在不等式(32)左乘和右乘矩阵aiag[，，P。1]，则diag[f f

P。]7：

r—P一1+8％伊8％ AP一1+单肛一1 ]

咿 -R-1+R 胪-1 l<o 03)
l P_1(^+审，()T P-1脚P一1伊～一P一1+P一1脚疗一怖胪一1J

记X=P～，y=KP～，代人式(33)，并对式(33)用Schur补性

质进行逆推导，则

『一P-1+8开oBT B凡 AP一1+印肛一1 ]

凡BT 一只。1+凡 卢肛。 |：
【P。1(A+印，()7 P。1脚P’10尸～一P。1+P“怖只一怫肛。1j

x—X+8RoB-8Rq AX+B§Y、

RoBT —R。1+开0 卢y l+

【(从+印n 7 仰 一x J

[㈡一言‘1“0

定理1成立。证明完毕。

对含有参数矩阵R、X、Y的线性矩阵不等式(28)，如果

其解可行，则式(29)表示了保性能控制算法参数化的表达式，

采用凸优化算法‘”一91可优化。

定理2 对性能指标式(13)和给定输出PDF系统式

(12)，如果以下优化问题

rain A
(^，凡．X，_n

s．t．(1) 式(28)

㈤ [-『A_<。
。4’
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有可行解(A，R，X，Y)，则可得u+(k)=YX～并(k)是系统最

优状态可靠反馈保性能控制律。

证明如果(A，R，X，"是优化问题式(28)的可行解，则

(A，R，X，"也是问题式(34)中约束条件(1)的一个可行解。

根据定理2，控制律11,+(k)=YX～茗(k)是系统式(12)的一个

可靠保性能控制律。

依据矩阵的Sehur补性质，式(34)的约束条件(2)等价于

A>X。1>0，即系统性能上界最小化。由于式(34)中的目标函

数和约束条件都是变量的凸函数，因此，式(34)是一个线性矩

阵不等式凸优化问题，从而可以达到全局最小化，定理2得证。

3数值仿真

举例验证保性能控制算法的可行性，采用B样条基函数

构成的模型构造系统式(12)。B样条定义如下：

／y(，，，u(后))=Bl∞1+B2∞2+B3∞3

式中：

f Bl=(Y一1)2，l+(Y+1)／2+(Y+2)厶

{B2=(y+1)2，t+(y+2)6+(y+1)J『3

【B3=(Y一2)2，l+(Y+3)，2+(Y一1)，3

r 1 v∈『i+1 i+2]
Bi 2{o矗二 -。1'2’3

对于系统式(12)和性能指标式(13)中系数取值如下：

A=[； 一j]，8=[二。]，。=[：；]，开=-
取初始状态算(0)=[0 0]T，假设单输入系统被考虑，系

统部分有故障。记：

&=0．84．&=1．32

应用定理1和2，依据式(34)采用LMI凸优化算法m1计

算得到优化可靠保性能控制律。

Ⅱ+(I)=[3．05 0．99]x(^)

闭环系统保性能函数上确界为

．，+=12．45

采用数值优化算法Mo可得到

u(^)=[3．12 1．02]，J=12．86

通过计算得到的数值比较分析，得出本文提出的保性能控

制算法在性能指标上优于数值优化控制算法。

采用可靠保性能控制算法和数值优化控制算法在MAT—

LAB环境下进行上例仿真。图1是保性能控制算法性能图。

通过比较分析仿真图可得出，保性能控制算法能较好地实现控

制系统输出概率密度函数分追踪目标概率密度函数，且随机分

布系统具有较好的鲁棒性和稳定性。

4结束语

本文研究了随机分布系统保性能控制问题。在采用平方

根B样条逼近系统输出概率密度函数的基础上，提出一种新

的保性能控制算法，即可靠保性能控制算法，并将保性能控制

算法转换为线性矩阵不等式的可行性问题，最后通过凸优化技

术对算法进行优化。通过举例计算和仿真表明该保性能算法

在一定程度上解决了随机分布系统数值优化算法导致控制器

设计困难的问题，实现了系统输出概率密度函数追踪目标概率

密度函数，提高了系统的稳定性和鲁棒性。
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